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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Τα τελευταία χρόνια πραγματοποιήθηκαν αρκετές έρευνες σχετικά με την ανάλυση και την ταξινόμηση των 
προβλημάτων προσθετικού τύπου. Ερευνήθηκαν και καταγράφηκαν οι συμπεριφορές των μαθητών σε διαφορετικού 
τύπου προβλήματα. Είναι πολύ λίγες όμως οι εργασίες που έγιναν για να εφαρμόσουμε τα δεδομένα των διαφόρων 
ερευνών στη διδακτική πράξη και να εξετάσουν τον τρόπο αντιμετώπισης και χρήσης τους από τους εκπαιδευτικούς. 
Με στόχο λοιπόν να εφαρμόσουμε στη διδακτική πράξη τα δεδομένα της έρευνας και να τα χρησιμοποιήσουμε για την 
επιμόρφωση των εκπαιδευτικών της πρωτοβάθμιας αλλά και των πρώτων τάξεων της δευτεροβάθμιας εκπαίδευσης 
κατασκευάσαμε ένα μάθημα1 με τίτλο «Ταξινόμηση, Ανάλυση και Διδακτική αντιμετώπιση των προσθετικών 
προβλημάτων». Το μάθημα αυτό δημιουργήθηκε με μορφή ιστοσελίδων και πραγματοποιήθηκε εξ αποστάσεως μέσω 
του Διαδικτύου. Πιο συγκεκριμένα, με το μάθημα αυτό στοχεύουμε στο να ασκήσουμε τους εκπαιδευτικούς: 1) Στην 
ανάλυση και τη διάκριση των διαφορετικών προβλημάτων προσθετικού τύπου. 2) Στη μετατροπή και τη δημιουργία 
νέων προβλημάτων. 3) Στην εκ των προτέρων αξιολόγηση της δυσκολίας των προβλημάτων αυτών για τους μαθητές 
και τη διδακτική αντιμετώπισή τους. Στην εργασία αυτή θα παρουσιάσουμε τις επιστημονικές υποθέσεις και το 
περιεχόμενο του μαθήματος αυτού καθώς και τις συμπεριφορές των εκπαιδευτικών κατά τη διάρκεια της εκπαίδευσής 
τους. 

ABSTRACT 

In the recent years there has been conducted many surveys in regard to the analysis and the taxonomy of the 
additional type problems. The students’ behaviors in different type problems have been searched and recorded. 
However, the surveys, which conducted in order to adapt those collected data in the instructional practice and to 
examine the way that teachers face and use them. Therefore, in order to implement in the teaching practice the findings 
of this survey and to use them for the teacher training in elementary and the first secondary education, we produce a 
lesson with the title “Taxonomy, Analysis and Instructional facing of the additional problems”. This lesson created in 
WebPages form and accomplished from distance through the Internet. More specifically, by this lesson we aim to 
exercise teachers:  

1. In the analysis and the distinction of the different additional type problem 
2. In the conversion and creation of new problems 
3. In the a priori evaluation of the student problems difficulty and the instructional facing. 
In this assignment we present the scientific assumptions, the content of this lesson and the teacher behaviors which 

recorded in the period of their training, as well. 
 

Ι. Εισαγωγή 

Από τις πρώτες έρευνες που πραγματοποιήθηκαν για την ταξινόμηση των προβλημάτων προσθετικού τύπου ως 
προς τη σημασιολογική τους δομή και για την εξέταση της συμπεριφοράς των μαθητών σε αυτά, ήταν των Carpenter, 
Hiebert & Moser (1981), των Carpenter & Moser (1982, 1983) και των Riley, Greeno & Heller 1983. Θα πρέπει να 
σημειώσουμε ότι με τον όρο «προβλήματα προσθετικού τύπου» θεωρήθηκαν προβλήματα τα οποία μπορούσαν να 
λυθούν με μία πρόσθεση ή μία αφαίρεση. Η σημασιολογική δομή των προβλημάτων αναφέρεται στις έννοιες που 
σχετίζονται με την αύξηση, τη μείωση, τη σύνθεση και τη σύγκριση των καταστάσεων ενός προβλήματος. Κατάσταση 
ονομάζεται κάθε ποσότητα η οποία εκφράζεται με έναν αριθμό και είναι μια προσδιορισμένη οντότητα. Για 

                                                           
1 Στα πλαίσια της ενέργειας «Προγράμματα Σπουδών από Απόσταση» του (ΕΠΕΑΕΚ) πραγματοποιήθηκε το έργο 

του Αριστοτελείου Πανεπιστημίου Θεσσαλονίκης με τίτλο «Επιμόρφωση και Εξειδίκευση πτυχιούχων με τις μεθόδους 
της Εκπαίδευσης από Απόσταση (ΕΕΠΑ)». Το έργο αυτό συμπεριελάμβανε τέσσερα μαθήματα ένα από τα οποία ήταν 
το μάθημα της Παιδαγωγικής με τίτλο 'Νέες εκπαιδευτικές προσεγγίσεις και εφαρμογές στη σχολική τάξη'. Το παρόν 
μάθημα ήταν ένα από τα έξι μαθήματα του μαθήματος της Παιδαγωγικής. 
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παράδειγμα, μια ομάδα 25 ατόμων, μια απόσταση 6 χιλιομέτρων, ένα αντικείμενο 37 κιλών, μία θερμοκρασία 18 
βαθμών, ένα άτομο 5ο στη σειρά, κτλ.  

Σύμφωνα με τις παραπάνω έρευνες στο χώρο των προβλημάτων προσθετικού τύπου δημιουργήθηκε μία ταξινόμηση 
που περιελάμβανε τέσσερις μεγάλες κατηγορίες προβλημάτων: Προβλήματα αλλαγής (chage problems), συνδυασμού ή 
σύνθεσης (combine), σύγκρισης (compare) και εξομοίωσης (equalize). 

Την ίδια εποχή ο G. Vergnaud (1982), παρουσίασε μια πιο γενική ταξινόμηση των προβλημάτων αυτών, που 
περιελάμβανε έξι κατηγορίες. Στην ταξινόμηση αυτή συμπεριλαμβάνονταν και οι τέσσερις κατηγορίες που αναφέραμε 
παραπάνω (βλ. Λεμονίδης, Χ.,1994).  

Σε μια πρόσφατη εργασία του ο G. Vergnaud (1997) εμπλούτισε την ταξινόμηση των προβλημάτων προσθετικού 
τύπου εισάγοντας αρκετές υποκατηγορίες προβλημάτων στις παραπάνω κατηγορίες. Εισήγαγε επίσης τις γενικές 
περιπτώσεις των παραπάνω κατηγοριών, δηλαδή προβλήματα που λύνονται με περισσότερες από μία πράξεις 
πρόσθεσης ή αφαίρεσης. Στην εργασία μας βασιστήκαμε σ’ αυτή την ταξινόμηση των προσθετικών προβλημάτων του 
G. Vergnaud.  

Ένα νέο στοιχείο που εισήγαγε ο G. Vergnaud (1997) είναι ο διαχωρισμός των καταστάσεων που παρουσιάζονται 
στις εκφωνήσεις των προβλημάτων σε δύο είδη καταστάσεων: τις καταστάσεις μεγέθους και τις καταστάσεις θέσης.  

Καταστάσεις μεγέθους ονομάζονται οι καταστάσεις που αναφέρονται σε ποσότητες οι οποίες μπορεί να μετρηθούν 
με αρίθμηση (πλήθος) ή με τη χρήση κάποιου μέτρου. Αναφέρουμε παρακάτω μερικά παραδείγματα καταστάσεων που 
αναφέρονται σε διακριτές ποσότητες που εκφράζουν πλήθος: οι 1.250 κάτοικοι ενός χωριού, ένα πακέτο με 10 
σοκολάτες, 18 κτυπήματα ενός ταμπούρλου, 123 λέξεις μιας παραγράφου κλπ. Καταστάσεις στις οποίες έχουμε 
συνεχείς ποσότητες και οι οποίες απαιτούν ένα μέτρο για να μετρηθούν μπορεί να είναι: το μήκος, το εμβαδόν, ο όγκος 
(γεωμετρικά μεγέθη), ο χρόνος, η μάζα, η ισχύς. Για παράδειγμα, έτρεξε απόσταση 245 χιλιομέτρων, είχε επιφάνεια 35 
τετραγωνικών μέτρων, δοχείο με περιεχόμενο 27 λίτρων, διάρκεια 1 ώρας και 17 λεπτών, ζύγιζε 42 κιλά, είχε ισχύ 220 
Kw.  

Καταστάσεις θέσης ονομάζονται οι καταστάσεις που αναφέρονται σε μία σειρά ή σε μία βαθμολογημένη κλίμακα. 
Τέτοιες καταστάσεις είναι αυτές που αναφέρονται σε σειρές πραγμάτων και εκφράζουν τη θέση ή το νούμερο της 
διάταξης, (π.χ. ήταν 4ος στον αγώνα δρόμου, η 121η σελίδα του βιβλίου, η 3η παράγραφος, μένει στον 7ο όροφο, κτλ), 
οι θερμοκρασίες, οι συντεταγμένες ή τα μετρήσιμα μεγέθη που προσδιορίζουν ένα επίπεδο ή μια περίοδο (μήκη, 
χρόνοι, κτλ), π.χ. θερμοκρασία 5 βαθμών, 8 η ώρα το πρωί, το 38ο χιλιόμετρο, βαθμός 9 στο διαγώνισμα, κτλ.  

Ο διαχωρισμός μεταξύ των καταστάσεων μεγέθους και θέσης μπορεί να θεωρηθεί κατά κάποιον τρόπο προέκταση 
του διαχωρισμού που κάνουμε μεταξύ του απόλυτου και του τακτικού αριθμού ή του πληθικού και του διατακτικού 
αριθμού. Αυτός ο διαχωρισμός όμως γίνεται μόνο σε κάποια αρχική φάση των μικρών τάξεων του δημοτικού με στόχο 
τη διδασκαλία του αριθμού. Στα προβλήματα που προτείνονται στους μαθητές οι καταστάσεις θέσης είναι από 
ανύπαρκτες έως ελάχιστες. Έχει αποδειχθεί από διεθνείς έρευνες στη διδακτική των μαθηματικών ότι ο εμπλουτισμός 
των προβλημάτων με τέτοιες καταστάσεις βελτιώνουν την απόδοση των παιδιών στη λύση των προβλημάτων. Στην 
ταξινόμηση και ανάλυση των προβλημάτων που πραγματοποιήσαμε στο μάθημα αυτό πήραμε υπόψη μας αυτή τη 
διάκριση (μεγέθους και θέσης) στις καταστάσεις των προβλημάτων. 

Με το μάθημα αυτό γίνεται μια προσπάθεια να δοθούν στους εκπαιδευτικούς κάποια ουσιαστικότερα κριτήρια για 
την αξιολόγηση της δυσκολίας των προβλημάτων και των συλλογισμών που απαιτούνται για τη λύση τους. Τα κριτήρια 
αυτά βασίζονται στην ανάλυση της σημασιολογικής δομής του προβλήματος. 

Σήμερα, τα κριτήρια που χρησιμοποιούν συνήθως οι περισσότεροι εκπαιδευτικοί για να αξιολογήσουν τη δυσκολία 
ενός προβλήματος είναι: το είδος της πράξης ή ο αριθμός των πράξεων που απαιτείται για τη λύση του, η δυσκολία 
εκτέλεσης της πράξης ανάλογα με το μέγεθος και το είδος των αριθμών που χρησιμοποιούνται. Έτσι για παράδειγμα, 
τα προβλήματα πρόσθεσης θεωρούνται πιο εύκολα από τα προβλήματα αφαίρεσης. Η συνήθης μέθοδος για να 
μετατραπεί και να γίνει ένα πρόβλημα πιο δύσκολο είναι να αλλάξει το πρόβλημα στο επίπεδο της εκτέλεσης των 
πράξεων (θέτουμε πιο μεγάλους ή πιο σύνθετους αριθμούς) (βλ. Λεμονίδης, Χ.,1998). 

Με το μάθημα αυτό επιδιώκεται επίσης να εμπλουτιστεί η εμπειρία του εκπαιδευτικού με ένα μεγάλο αριθμό 
προβλημάτων, τα οποία δε συναντά συνήθως στη σημερινή διδακτική του πράξη. Ένας σημαντικός στόχος του 
μαθήματος είναι να καταστήσει τον εκπαιδευτικό ικανό να αξιολογεί εκ των προτέρων τη δυσκολία ενός προβλήματος 
για τους μαθητές, να προσδιορίζει τις αιτίες της δυσκολίας αυτής και να διαχειρίζεται διδακτικά την κατάσταση για να 
αντιμετωπίσει τη δυσκολία αυτή. Ακόμη παρουσιάζεται ο τρόπος αναπαράστασης των προβλημάτων με διαγράμματα. 
Η αναπαράσταση των προβλημάτων με διαγράμματα σε πολλές περιπτώσεις βοηθά αφενός τους μαθητές να 
κατανοήσουν καλύτερα το πρόβλημα και να δουν ευκολότερα τη λύση του και αφετέρου τους διδάσκοντες να 
αναπαραστήσουν ένα σύνθετο πρόβλημα και να δείξουν επάνω στο διάγραμμα αυτό πιο παραστατικά τις διαφορετικές 
λύσεις του προβλήματος. 

Άλλος στόχος του μαθήματος είναι να καταστήσει ικανό τον εκπαιδευτικό να μεταβάλλει ένα δεδομένο πρόβλημα, 
τροποποιώντας τις μεταβλητές της σημασιολογικής δομής του προβλήματος. Μ’ αυτόν τον τρόπο μεταβάλλεται η 
δυσκολία του προβλήματος και μπορεί να προσαρμόζεται στο επίπεδο και στις δυνατότητες των μαθητών (εργασία 3). 
Τέλος, επιδιώκεται ο εκπαιδευτικός, με βάση μια δεδομένη σημασιολογική δομή, να είναι ικανός να δημιουργεί δικά 
του προβλήματα με εκφωνήσεις και περιεχόμενα που επιθυμεί ο ίδιος (εργασία 4).  
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Μεθοδολογία και τεχνολογική επεξεργασία του εκπαιδευτικού υλικού 
Το μάθημα κατασκευάστηκε ηλεκτρονικά σε μορφή ιστοσελίδων σε γλώσσα html με το πρόγραμμα front page. Η 

επικοινωνία με τους εκπαιδευόμενους πραγματοποιήθηκε μέσω του διαδικτύου. Υπήρχε επικοινωνία των 
εκπαιδευόμενων με τον επιμορφωτή μέσω ηλεκτρονικού ταχυδρομείου. Επιλέχτηκαν κατόπιν εξετάσεων και 
παρακολούθησαν το μάθημα 15 εκπαιδευτικοί διαφόρων ειδικοτήτων: έξι δάσκαλοι, δύο φυσικοί, ένας βιολόγος, δύο 
φιλόλογοι με ειδίκευση στην ιστορία, ένας οικονομολόγος, ένας των καλών τεχνών και δύο απόφοιτοι των ΤΕΙ 
(αυτοματισμού και συντήρησης έργων τέχνης και αρχαιοτήτων). Η πλειοψηφία των εκπαιδευτικών είχε μακρόχρονη 
εμπειρία στη διδασκαλία. Οι εκπαιδευόμενοι διέθεταν κωδικό πρόσβασης που τους επέτρεπε να εργάζονται και να 
διαβάζουν το μάθημα από την κεντρική σελίδα, η οποία ήταν τοποθετημένη σε υπολογιστή διαχείρισης (server) του 
Αριστοτελείου Πανεπιστημίου. Οι εκπαιδευόμενοι είχαν τη δυνατότητα να «κατεβάσουν» από το δίκτυο τις εργασίες 
του μαθήματος στο δικό τους υπολογιστή, να τις επεξεργαστούν και να τις στείλουν στον εκπαιδευτή μέσω 
ηλεκτρονικού ταχυδρομείου. Ο εκπαιδευτής διόρθωνε τις εργασίες σημείωνε τις παρατηρήσεις του για τα λάθη και τις 
έστελνε στον εκπαιδευόμενο. Προβλεπόταν να υπάρχει ταυτόχρονη ανοιχτή επικοινωνία μεταξύ εκπαιδευόμενων και 
εκπαιδευτή με το πρόγραμμα Chat. Αυτό δεν πραγματοποιήθηκε λόγω τεχνικών δυσκολιών. 

ΙΙ. Παρουσίαση του μαθήματος 

Το περιεχόμενο του μαθήματος διαρθρώνεται σε δύο μέρη. Στο πρώτο μέρος με τίτλο «ανάλυση και διαχωρισμός 
των προβλημάτων», πραγματοποιείται μια ανάλυση των προσθετικών προβλημάτων ως προς τη σημασιολογική τους 
δομή. Παρουσιάζονται και αναλύονται οι διάφορες κατηγορίες και υποκατηγορίες ή κλάσεις προβλημάτων. Θεωρείται 
απαραίτητη η καλή γνώση του περιεχομένου του κλάδου αυτού από την πλευρά του εκπαιδευόμενου για τη συνέχεια 
στα επόμενα.  

 
ΙΙ.1 Ανάλυση και διαχωρισμός των προβλημάτων 
Υπάρχει μια κεντρική σελίδα διαχείρισης του μαθήματος από την οποία ο εκπαιδευόμενος μπορεί να επιλέξει 

ελεύθερα την ενότητα που επιθυμεί και να εργαστεί σ’ αυτή (εικόνα 1).  
 

 
 

Η εισαγωγή στο μάθημα γίνεται με μία άσκηση από τον σύνδεσμο του υπερκειμένου με τίτλο «Εισαγωγή και 
άσκηση». Για να εισάγουμε τον εκπαιδευόμενο στο πνεύμα του μαθήματος και για να δοκιμάσουμε τις ήδη υπάρχουσες 
γνώσεις του προτείνουμε οκτώ προβλήματα και ζητούμε να τα ομαδοποιήσει σύμφωνα με το περιεχόμενο και τη 
σημασιολογική δομή του κάθε προβλήματος. Η απάντηση σε αυτήν την εισαγωγική άσκηση είναι οργανωμένη έτσι που 
να μπορεί να σταλεί πίσω στον εκπαιδευτή για να τη διορθώσει και να εκτιμήσει τις αρχικές γνώσεις του 
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μαθητευόμενου. Σε αυτήν την εισαγωγική άσκηση δίνονται οι απαντήσεις και δεν ζητήσαμε να σταλούν πίσω για να 
μην δημιουργηθεί το άγχος της εξέτασης στην πρώτη επαφή με το μάθημα. 

Παρουσιάζονται και αναλύονται οι τέσσερις πρώτες από τις έξι βασικές κατηγορίες προβλημάτων, επειδή τα 
προβλήματα αυτά εμφανίζονται συνήθως στην καθημερινή διδακτική πράξη του σχολείου: μετασχηματισμός μιας 
κατάστασης, μέρος-μέρος-όλο, σύγκριση δύο καταστάσεων και σύνθεση δύο μετασχηματισμών. Τις δύο άλλες 
κατηγορίες, σύνθεση δύο σχέσεων και μετασχηματισμό μεταξύ δύο σχέσεων, τις αναφέρουμε μόνο και δίνουμε 
κάποια παραδείγματα. 

 
Κάθε βασική κατηγορία προβλημάτων, όπως για παράδειγμα η κατηγορία μετασχηματισμός μιας κατάστασης 

(εικόνα 2), αποτελεί ένα σύνδεσμο στον οποίο παρουσιάζονται οι διάφορες υποκατηγορίες ή κλάσεις με μορφή 
συνδέσμων. Οι σύνδεσμοι των κλάσεων οδηγούν σε μια λεπτομερή παρουσίαση των προβλημάτων με παραδείγματα 
και διαγράμματα (εικόνα 3).  
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Για παράδειγμα στην εικόνα 3 παρουσιάζεται ο πίνακας με τις έξι κλάσεις προβλημάτων: άγνωστη η τελική 
κατάσταση, ο μετασχηματισμός και η αρχική κατάσταση όπου ο μετασχηματισμός μπορεί να είναι θετικός ή αρνητικός. 

Σε μερικές σημαντικές κλάσεις προβλημάτων υπάρχει ο σύνδεσμος «Διδακτική ανάλυση» που παραπέμπει σε 
διδακτικές οδηγίες και εξηγήσεις σχετικές με τη δυσκολία των προβλημάτων. Στη συνέχεια παρουσιάζουμε ένα 
παράδειγμα διδακτικών οδηγιών για την κλάση των προβλημάτων «Άγνωστος ο θετικός μετασχηματισμός». 

 
 

ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ ΜΙΑΣ ΚΑΤΑΣΤΑΣΗΣ 
 

Άγνωστος ο μετασχηματισμός. Θετικός μετασχηματισμός 
Παραδείγματα 
Πρόβλημα 1ο. Μια εκπομπή στην τηλεόραση διαρκούσε 35 λεπτά, τώρα διαρκεί 53 λεπτά. Κατά πόσο αυξήθηκε η 

διάρκεια της εκπομπής; 
Πρόβλημα 2ο. Ανεβαίνω τις σκάλες του σπιτιού μου οι οποίες είναι όλες 17. Βρίσκομαι στο 8ο σκαλί. Πόσα σκαλιά 

πρέπει να ανέβω ακόμη για να φτάσω στο τελευταίο σκαλί;  
Τα παραπάνω προβλήματα ανήκουν στην κατηγορία του μετασχηματισμού μιας κατάστασης με άγνωστο το 

μετασχηματισμό. Ο μετασχηματισμός είναι θετικός. Στο πρώτο πρόβλημα έχουμε καταστάσεις μεγέθους, ενώ στο 
δεύτερο πρόβλημα έχουμε καταστάσεις θέσης. Όλα τα προβλήματα της κατηγορίας αυτής λύνονται με την πράξη της 
αφαίρεσης. Στο πρώτο πρόβλημα δίνεται η αρχική κατάσταση (35 λεπτά), η τελική κατάσταση (53 λεπτά) και ζητείται 
ο μετασχηματισμός που είναι θετικός (πόσο αυξήθηκε). 

 
Γενικά τα προβλήματα αυτά στα οποία είναι άγνωστος ο μετασχηματισμός, είναι πιο δύσκολα για τους μαθητές από 

τα προβλήματα στα οποία είναι άγνωστη η τελική κατάσταση. Ακόμη και σε μαθητές της 3ης και 4ης δημοτικού συχνά 
λάθη στο 1ο πρόβλημα είναι οι απαντήσεις 53 λεπτά ή 88 λεπτά. Στην πρώτη περίπτωση, θεωρούν ως απάντηση το 
τελευταίο δεδομένο του προβλήματος. Υπάρχει σύγχυση μεταξύ του τώρα διαρκεί … και του αυξήθηκε η διάρκεια … . 
Στη δεύτερη περίπτωση οι μαθητές πραγματοποιούν την πράξη της πρόσθεσης αντί της αφαίρεσης. Οδηγούνται σ’ αυτό 
από το ρήμα αυξήθηκε που υπάρχει στην ερώτηση. Εδώ θα πρέπει να σημειώσουμε ότι κατά τη γνώμη μας είναι λάθος 
το να δίνουμε στους μαθητές συμβουλές υπό τύπον μεθοδολογίας για τη λύση προβλημάτων όπως: όπου βλέπουμε 
αυξήθηκε, κέρδισε, πήρε, κτλ. κάνουμε πρόσθεση και όπου βλέπουμε μειώθηκε, έχασε, έδωσε, κτλ. κάνουμε αφαίρεση. 
Μια βοήθεια για τους μαθητές θα είναι η αναπαράσταση του προβλήματος με διάγραμμα. Μπορούμε να 
χρησιμοποιήσουμε ένα διάγραμμα όπως το παραπάνω για το 1ο πρόβλημα που έχει καταστάσεις μεγέθους. Για το 
2οπρόβλημα που αναφέρεται σε καταστάσεις θέσεις μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε μια αναπαράσταση με 
βαθμολογημένη ευθεία: 

 
 
 

 

Εικόνα 4: Διδακτικές οδηγίες για την κλάση των προβλημάτων «Άγνωστος ο θετικός μετασχηματισμός» 

 
ΙΙ. 2 Εργασίες ταξινόμησης και δημιουργίας προβλημάτων 
Στο δεύτερο μέρος του μαθήματος, με τίτλο «εργασίες ταξινόμησης και δημιουργίας προβλημάτων», παραθέτονται 

τέσσερις εργασίες. Στις δύο πρώτες εργασίες δίνονται εκφωνήσεις προβλημάτων και ζητείται η ταξινόμηση των 
προβλημάτων αυτών ως προς τη σημασιολογική τους δομή. Ζητούσαμε δηλαδή να βρεθούν η κατηγορία και η κλάση 
στην οποία ανήκουν τα προβλήματα, να προσδιοριστούν τα δεδομένα και ο άγνωστος και να γίνει το σχεδιάγραμμα για 
κάθε πρόβλημα. Στην πρώτη εργασία δόθηκαν εννιά απλά προβλήματα που λύνονται με μία πρόσθεση ή αφαίρεση και 
στη δεύτερη εργασία δόθηκαν δέκα σύνθετα προβλήματα που λύνονται με περισσότερες από μία προσθέσεις ή 
αφαιρέσεις. Στην αρχή της πρώτης εργασίας ζητήθηκε από τους εκπαιδευόμενους να διαχωρίσουν τα προβλήματα σ’ 
αυτά που περιέχουν στην εκφώνηση καταστάσεις μεγέθους και αυτά που περιέχουν καταστάσεις θέσης.  

Στην τρίτη εργασία (μετατροπή προβλημάτων) δίνεται η εκφώνηση ενός προβλήματος και ζητείται από τον 
εκπαιδευόμενο να μετατρέψει το δεδομένο πρόβλημα ώστε να ανήκει στην κλάση που υποδεικνύεται. Παρουσιάζουμε 
στη συνέχεια ένα πρώτο μέρος από την εργασία αυτή: 

Α) Κατηγορία: Μετασχηματισμός μιας κατάστασης 
Αρχικό πρόβλημα: Μέσα στην τάξη υπήρχαν 14 μαθητές, σε λίγο μπήκαν άλλοι 8 μαθητές. Πόσοι είναι τώρα όλοι οι 

μαθητές; 

 560



Κλάση: Θετικός μετασχηματισμός με άγνωστη την τελική κατάσταση. 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 
Μετατρέψτε το πρόβλημα ώστε να είναι ένα πρόβλημα αρνητικού μετασχηματισμού με άγνωστη την τελική 

κατάσταση.  
Απάντηση: Μέσα στην τάξη υπήρχαν 14 μαθητές, σε λίγο βγήκαν από την τάξη 8 μαθητές. Πόσοι είναι τώρα οι 

μαθητές; 
1) Μετατρέψτε το πρόβλημα ώστε να είναι ένα πρόβλημα θετικού μετασχηματισμού με άγνωστο το 

μετασχηματισμό. 
Απάντηση: 
2) Μετατρέψτε το πρόβλημα ώστε να είναι ένα πρόβλημα αρνητικού μετασχηματισμού με άγνωστο το 

μετασχηματισμό.  
Απάντηση: 
3) Μετατρέψτε το πρόβλημα ώστε να είναι ένα πρόβλημα αρνητικού μετασχηματισμού με άγνωστη την αρχική 

κατάσταση. 
Απάντηση: 
Στην τέταρτη εργασία (δημιουργία προβλημάτων) ζητείται από τον εκπαιδευόμενο να διατυπώσει τις εκφωνήσεις 

έξι προβλημάτων τα οποία να ανήκουν στην κατηγορία και την κλάση που υποδεικνύεται κάθε φορά. Επίσης ζητείται 
οι καταστάσεις του προβλήματος να είναι καταστάσεις θέσης όταν αυτό επισημαίνεται. Παρουσιάζουμε στη συνέχεια 
τα δύο πρώτα ερωτήματα από την εργασία αυτή: 

1) Κατηγορία: σχέση μέρος- μέρος-όλο 
Κλάση: άγνωστο το ένα μέρος 
Πρόβλημα:  
2) Κατηγορία: μετασχηματισμός μιας κατάστασης 
Κλάση: άγνωστος ο μετασχηματισμός (ο μετασχηματισμός να είναι θετικός) 
Καταστάσεις: οι καταστάσεις να είναι καταστάσεις θέσης 
Πρόβλημα: 
 

ΙΙΙ. Η συμπεριφορά και οι δυσκολίες των εκπαιδευτικών 

Σε γενικές γραμμές μπορούμε να πούμε ότι οι εκπαιδευτικοί που συμμετείχαν στο μάθημα, με βάση τις εργασίες 
που πραγματοποίησαν, ανταποκρίθηκαν στις απαιτήσεις του μαθήματος κατανόησαν και διαχειρίστηκαν τις έννοιες 
που πραγματεύεται χωρίς πολλές δυσκολίες και λάθη. Θα παραθέσουμε στη συνέχεια τα σημεία εκείνα στα οποία 
παρατηρήθηκαν οι περισσότερες δυσκολίες. 

Όσον αφορά τις δύο πρώτες εργασίες ταξινόμησης των προβλημάτων και σχηματισμού του διαγράμματος οι 
εκπαιδευόμενοι δυσκολεύονται σε μερικές περιπτώσεις να διαχωρίσουν τα προβλήματα που ανήκουν στην κατηγορία 
μέρος-μέρος-όλο και μετασχηματισμός μιας κατάστασης. Έτσι το παρακάτω πρόβλημα που ανήκει στην κατηγορία 
μέρος-μέρος-όλο με άγνωστο το ένα μέρος οι έξι από τους δέκα πέντε εκπαιδευτικούς το θεωρούν ότι ανήκει στην 
κατηγορία μετασχηματισμός μιας κατάστασης με άγνωστη την τελική κατάσταση. 

Πρόβλημα: Σε ένα πάρκιν υπάρχουν 16 θέσεις. Οι 9 θέσεις είναι πιασμένες από αυτοκίνητα. Πόσες θέσεις μένουν 
άδειες; 

Διάγραμμα 

 
Η διαφορά μεταξύ των προβλημάτων της κατηγορίας μετασχηματισμός μιας κατάστασης και μέρος-μέρος-όλο είναι ότι 
στην πρώτη περίπτωση έχουμε μια ενέργεια (ένα μετασχηματισμό) που επιδρά επάνω σε μια κατάσταση, ενώ στη 
δεύτερη περίπτωση έχουμε δύο στατικές καταστάσεις.  

Ένα άλλο σημείο στο οποίο οι εκπαιδευόμενοι δυσκολεύτηκαν να χαρακτηρίσουν τις καταστάσεις ήταν η σύνθεση 
δύο μετασχηματισμών. 

Πρόβλημα: Η κυρία Ελένη έχασε 9 κιλά σε δύο μήνες. Τον πρώτο μήνα έχασε 5 κιλά. Πόσα κιλά έχασε το δεύτερο 
μήνα; 
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Το παραπάνω πρόβλημα το οποίο ανήκει στην κατηγορία σύνθεση δύο μετασχηματισμών με άγνωστο τον ένα 

μετασχηματισμό, οι έξι από τους δέκα πέντε εκπαιδευόμενους δεν το αναγνωρίζουν σαν τέτοιο. Έτσι οι πέντε το 
θεωρούν ως πρόβλημα της κατηγορίας μέρος-μέρος-όλο με άγνωστο το ένα μέρος και ένας το θεωρεί πρόβλημα 
μετασχηματισμού με άγνωστη την τελική κατάσταση. Οι εκπαιδευόμενοι αυτοί δεν διακρίνουν ότι οι φράσεις 
«έχασε κιλά» στην εκφώνηση είναι μετασχηματισμοί μιας κατάστασης και όχι καταστάσεις. Δεν είναι γνωστό το βάρος 
της κυρίας Ελένης αλλά είναι γνωστά τα κιλά που έχασε.  

Δυσκολία συνάντησαν επίσης οι εκπαιδευόμενοι στα σύνθετα προβλήματα σύγκρισης καταστάσεων, να 
διαχωρίσουν την αναφερόμενη ποσότητα από τη συγκρινόμενη ποσότητα και να κάνουν το σωστό διάγραμμα. Έτσι 
στο πρώτο από τα παρακάτω δύο προβλήματα δεν υπήρχε δυσκολία. Οι εκπαιδευόμενοι προσδιόρισαν σωστά τις 
συγκρινόμενες από την αναφερόμενη ποσότητα και σχεδίασαν σωστά το διάγραμμα. Θα λέγαμε ότι τα δεδομένα στην 
εκφώνηση του προβλήματος αυτού ακολουθούν μια κανονικότητα. Πρώτα παρουσιάζεται η αναφερόμενη ποσότητα 
και μετά οι συγκρινόμενες ποσότητες που δίνονται με τη σειρά η μία μετά την άλλη με τον τρόπο που σχετίζονται 
μεταξύ τους. Στο δεύτερο πρόβλημα όμως δεν υπάρχει αυτή η κανονικότητα στη σειρά παρουσίασης των δεδομένων. 
Αποτέλεσμα αυτού ήταν οι 9 στις 15 απαντήσεις να είναι λάθος στο χαρακτηρισμό της συγκρινόμενης και της 
αναφερόμενης κατάστασης και στο διάγραμμα, πράγμα που οδηγούσε σε λάθος απάντηση του προβλήματος. 

Πρόβλημα α): Ο Μανόλης, η Μαρία και ο Σάββας διαβάζουν το ίδιο βιβλίο. Ο Μανόλης διάβασε μέχρι τη σελίδα 
37. Η Μαρία διάβασε 14 σελίδες περισσότερες από το Μανόλη. Ο Σάββας διάβασε 5 σελίδες λιγότερες από τη Μαρία. 
Πόσες σελίδες διάβασε ο Σάββας; 

Πρόβλημα β): Σε ένα σχολείο η Α΄ τάξη έχει 8 μαθητές περισσότερους από τη Β΄ τάξη. Η Γ΄ τάξη έχει 18 μαθητές 
οι οποίοι είναι κατά 4 λιγότεροι από την Β΄ τάξη. Πόσους μαθητές έχει η Α΄ τάξη του σχολείου αυτού; 

 
Διαγράμματα 

 
 

Όσον αφορά την τρίτη εργασία της μετατροπής ενός δεδομένου προβλήματος δεν παρουσιάστηκαν ιδιαίτερες 
δυσκολίες στη μετατροπή των προβλημάτων των κατηγοριών μετασχηματισμός μιας κατάστασης, μέρος-μέρος-όλο 
και σύνθεση δύο μετασχηματισμών. Αντίθετα, αρκετά λάθη παρουσιάστηκαν στο παρακάτω πρόβλημα σύγκρισης 
δύο καταστάσεων. 

Αρχικό πρόβλημα: Μια κότα γέννησε το καλοκαίρι 68 αυγά και το χειμώνα γέννησε 20 αυγά λιγότερα. Πόσα αυγά 
γέννησε η κότα το χειμώνα; (Γ΄ τάξη, πρώτο τεύχος, σελ. 26) 
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Κλάση: Δίνονται η αναφερόμενη ποσότητα και η σχέση και ζητείται η συγκρινόμενη ποσότητα. Η συγκρινόμενη 
ποσότητα είναι μικρότερη από την αναφερόμενη. (Άγνωστη η συγκρινόμενη κατάσταση). 

2) Μετατρέψτε το πρόβλημα ώστε να είναι ένα πρόβλημα στο οποίο δίνονται η συγκρινόμενη ποσότητα, η σχέση 
και ζητείται η αναφερόμενη ποσότητα. Η συγκρινόμενη ποσότητα είναι μικρότερη από την αναφερόμενη. (Άγνωστη η 
αναφερόμενη κατάσταση). 

Απάντηση: 
Μια κότα γέννησε το χειμώνα 48 αυγά. Τα αυγά αυτά που γέννησε το χειμώνα είναι κατά 20 λιγότερα από αυτά που 

γέννησε το καλοκαίρι. Πόσα αυγά γέννησε η κότα το καλοκαίρι; 
Εδώ οι εκπαιδευόμενοι απαντούσαν με μια εκφώνηση στην οποία ήταν άγνωστη η συγκρινόμενη ποσότητα αντί για 

την αναφερόμενη. Επίσης δεν έπαιρναν υπόψη τους τη συνθήκη που δινόταν δηλαδή: «η συγκρινόμενη ποσότητα να 
είναι μικρότερη από την αναφερόμενη».  

Στην τέταρτη εργασία στην οποία οι εκπαιδευόμενοι έπρεπε να δημιουργήσουν ένα δικό τους πρόβλημα μιας 
συγκεκριμένης κατηγορίας και κλάσης δεν είχαν ιδιαίτερες δυσκολίες να γράψουν ένα πρόβλημα στις εξής κατηγορίες 
και κλάσεις: 1) μέρος-μέρος-όλο, με άγνωστο το ένα μέρος, 2) μετασχηματισμός μιας κατάστασης-ειδική περίπτωση: 
εξομοίωση, 3) σύγκριση δύο καταστάσεων- ειδική περίπτωση: η σύγκριση ορίζεται από ένα διάστημα μεταξύ δύο 
καταστάσεων θέσης. Άγνωστη η μεγαλύτερη άκρη του διαστήματος και 4) σύγκριση δύο καταστάσεων. Γενική 
περίπτωση. Άγνωστη η συγκρινόμενη κατάσταση. 

Τα περισσότερα λάθη έγιναν στις εξής περιπτώσεις: 
Ζητήθηκε να διατυπωθεί ένα πρόβλημα που να είναι της κατηγορίας μετασχηματισμός μιας κατάστασης, της 

κλάσης άγνωστος ο μετασχηματισμός με το μετασχηματισμό θετικό και οι καταστάσεις να είναι θέσης. Ήταν λάθος οι 
πέντε από τις δέκα πέντε απαντήσεις. Τρεις έδωσαν ένα πρόβλημα μετασχηματισμού αλλά με άγνωστη την τελική 
κατάσταση και όχι το μετασχηματισμό. Δύο απάντησαν με πρόβλημα άλλης κατηγορίας: ένας με πρόβλημα της 
κατηγορίας μέρος-μέρος-όλο και ένας με σύγκρισης.  

Στην περίπτωση επίσης που ζητήθηκε να διατυπωθεί ένα πρόβλημα της κατηγορίας σύνθεση δύο μετασχηματισμών 
με άγνωστο τον ένα μετασχηματισμό, επτά από τις 15 απαντήσεις ήταν λάθος. Οι εκφωνήσεις των προβλημάτων που 
δίνονται δεν περιέχουν μετασχηματισμούς καταστάσεων και τη σύνθεσή τους αλλά απλές καταστάσεις. Για 
παράδειγμα, μια τέτοια εκφώνηση ήταν η εξής: 

Ένας αγρότης μάζεψε σε 2 μέρες τα μήλα απ’ το χωράφι του. Την 1η μέρα μάζεψε 520 κιλά μήλα. Αν τη 2η μέρα τα 
μήλα αυξήθηκαν κατά 180 κιλά, πόσα κιλά μάζεψε τη 2η μέρα; 

Η εκφώνηση αυτή, πέραν του ότι είναι γλωσσικά ασαφής και λάθος, για να είναι της κατηγορίας σύνθεση δύο 
μετασχηματισμών με άγνωστο τον ένα μετασχηματισμό, μπορούσε να διατυπωθεί ως εξής: 

Ένας αγρότης που μάζευε τα μήλα απ’ το χωράφι του σε δύο μέρες αύξησε την συγκομιδή των μήλων κατά 520 
κιλά. Την πρώτη μέρα η συγκομιδή αυξήθηκε κατά 180 κιλά μήλα. Τι έγινε τη δεύτερη μέρα η συγκομιδή αυξήθηκε ή 
μειώθηκε και πόσο;  

Θα πρέπει να σημειώσουμε ότι στα πλαίσια της εργασίας αυτής δημιουργίας προβλημάτων, δόθηκαν από τους 
εκπαιδευόμενους μερικές εκφωνήσεις οι οποίες ήταν γλωσσικά ασαφής. Στη συνέχεια δίνουμε μερικά παραδείγματα 
τέτοιων εκφωνήσεων: 

Ένα ρομπότ κατά τη διάρκεια μελετών στη θάλασσα καταδύθηκε συνολικά 123 ώρες. Αν στην αρχή της κατάδυσης 
η ένδειξη ωρών ήταν 37, ποια θα είναι η ένδειξη στο τέλος της κατάδυσης; 

Εχθές ξόδεψα 500 δρχ. για την αγορά ενός βιβλίου. Βρήκα όμως στο δρόμο κάποια χρήματα και κέρδισα 250 δρχ. 
Πόσα χρήματα βρήκα στο δρόμο; 

Στο πρώτο ημίχρονο ενός αγώνα μπάσκετ η ομάδα του σχολείου πήρε 18 πόντους. Στο τέλος του παιχνιδιού 
κέρδισε με 35 πόντους. Πόσους πόντους κέρδισε στο δεύτερο ημίχρονο; 

IV. Συμπεράσματα 

Στα πλαίσια της διδασκαλίας προβλημάτων, η ταξινόμηση, η ανάλυση, η μετατροπή και η δημιουργία μιας 
εκφώνησης με συγκεκριμένη σημασιολογική δομή και η γνώση εκ των προτέρων του βαθμού δυσκολίας για τους 
μαθητές είναι δραστηριότητες που πρέπει να πραγματοποιεί συχνά ο εκπαιδευτικός. Στο χώρο της έρευνας της 
Διδακτικής των Μαθηματικών υπήρχαν δεδομένα σχετικά με τα παραπάνω θέματα. Τα ερευνητικά αυτά δεδομένα 
εκτιμήσαμε ότι έπρεπε να προσαρμοστούν και να εφαρμοστούν στη διδασκαλία. Με το μάθημα αυτό, το οποίο 
δημιουργήσαμε σε ηλεκτρονική μορφή και διδάξαμε από απόσταση μέσω του διαδικτύου, προσπαθήσαμε να 
ενημερώσουμε και να ασκήσουμε τους εκπαιδευτικούς στην ανάλυση, τη μετατροπή και τη δημιουργία προσθετικών 
προβλημάτων. Τα αποτελέσματα της διδασκαλίας του μαθήματος αυτού έδειξαν αρχικά ότι αυτός ο τρόπος ανάλυσης 
και προσέγγισης των προβλημάτων ήταν άγνωστος στους εκπαιδευόμενους. Σύμφωνα με τις μαρτυρίες πολλών 
εκπαιδευόμενων, οι γνώσεις που αποκομίσθηκαν από το μάθημα θεωρήθηκαν χρήσιμες και λειτουργικές για τη 
διδακτική τους δραστηριότητα. 

Η εμπειρία του μαθήματος έδειξε επίσης ότι δεν αρκεί μόνο μια απλή ανακοίνωση ή παρουσίαση της ανάλυσης 
αυτής στους εκπαιδευτικούς για να την εφαρμόσουν στη διδασκαλία τους. Αντίθετα, απαιτείται ειδική διδασκαλία και 
εξάσκηση στις έννοιες αυτές για να κατανοηθούν και να εφαρμοστούν στην πράξη.  
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Από τις απαντήσεις των εκπαιδευτικών στις τέσσερις εργασίες που ακολουθούσαν τη θεωρητική ανάλυση του 
μαθήματος, συνάγουμε κάποια συμπεράσματα σχετικά με τις δυσκολίες τους και τον τρόπο με τον οποίο κατανόησαν 
τις καινούργιες έννοιες του μαθήματος. 

Είδαμε ότι όσον αφορά την αναγνώριση των καταστάσεων ενός προβλήματος και την ταξινόμησή του στην 
αντίστοιχη κατηγορία, οι εκπαιδευόμενοι συγχέουν σε μερικές περιπτώσεις τα προβλήματα της κατηγορίας μέρος-
μέρος-όλο με αυτά του μετασχηματισμού μιας κατάστασης. Δεν αναγνωρίζουν επίσης εύκολα τα προβλήματα της 
κατηγορίας σύνθεση δύο μετασχηματισμών, γιατί δε διακρίνουν τους μετασχηματισμούς και τους θεωρούν απλές 
καταστάσεις. Στα προβλήματα της κατηγορίας σύγκριση δύο καταστάσεων δεν υπάρχει δυσκολία να βρεθεί η 
κατηγορία των προβλημάτων αυτών, γιατί είναι χαρακτηριστικά από τα συγκριτικά επίθετα που περιέχουν. Η δυσκολία 
έγκειται πολλές φορές στον προσδιορισμό της αναφερόμενης και της συγκρινόμενης κατάστασης και το σχεδιασμό του 
αντίστοιχου διαγράμματος. 

Στη μετατροπή μιας δεδομένης εκφώνησης ώστε να ανήκει σε μια άλλη κλάση της ίδιας κατηγορίας, οι 
εκπαιδευτικοί δε συνάντησαν ιδιαίτερες δυσκολίες εκτός από την περίπτωση των προβλημάτων της σύγκρισης, όταν 
ζητείται να είναι άγνωστη η αναφερόμενη ποσότητα. 

Παρατηρήσαμε επίσης ότι στην περίπτωση που ζητήθηκε να δημιουργήσουν οι εκπαιδευόμενοι ένα δικό τους 
πρόβλημα συγκεκριμένης κατηγορίας και κλάσης είχαν δυσκολίες:  

- Να δημιουργήσουν ένα πρόβλημα μετασχηματισμού μιας κατάστασης με άγνωστο το μετασχηματισμό. Δεν 
έλεγχαν καλά στο πρόβλημα που δημιούργησαν αν ήταν άγνωστος ο μετασχηματισμός ή η τελική κατάσταση ή 
διατύπωναν ένα πρόβλημα άλλης κατηγορίας. 

- Να δημιουργήσουν ένα πρόβλημα σύνθεσης δύο μετασχηματισμών. Υπήρχε δυσκολία σε μερικούς να 
διατυπώσουν ένα πρόβλημα στο οποίο οι καταστάσεις θα ήταν μετασχηματισμοί. Γενικά συνάντησαν δυσκολίες στο να 
μεταχειρίζονται και να μετατρέπουν μετασχηματισμούς αντί για καταστάσεις στην εκφώνηση των προβλημάτων. 

Με την εργασία αυτή λοιπόν έχουμε κάποια πρώτα δεδομένα και ενδείξεις σχετικά με τη μάθηση και τη 
συμπεριφορά των εκπαιδευτικών στα προβλήματα προσθετικού τύπου τα οποία θα μπορούσαν να αποτελέσουν τη 
βάση για μια πιο συστηματική και εκτεταμένη έρευνα σε αυτό το θέμα.  
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